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Abstract 
Duchet, P. and S. Olariu, Graphes parfaitement ordonnables generalises, Discrete Mathemat- 
ics 90 (1991) 99-101. 
Using the notion of kernel of a directed graph, we give a simple proof of the strong perfection 
of perfectly orderable graphs. Our proof leads to a wider class of strongly perfect graphs. 
On appelera le graphe orinte de la Fig. 1 la four&e. Chvatal [4] a montre que 
les graphes parfaitement ordonnables-les graphes non orient& qui admettent 
une orientation sans circuit et sans fourche-etaient parfaits et meme fortement 
parfaits (i.e. tout graphe induit posdde un stable qui rencontre toutes ses cliques 
maximales [2]). Nous gentralisons ici ce resultat, en affaiblissant l’hypothese ‘sans 
circuit’. La demonstration, plus simple que celle de Chvatal, utilise la notion de 
noyuu dans les graphes orient&. 
Un graphe orient6 est considere comme une orientation du graphe non orient6 
sous-jacent: les orientations qui nous interessent ici sont strictes, c’est-a-dire que 
deux arcs de la forme (a, b) et (b, a) ne sont pas simultanement presents. 
Un noyuu d’un graphe orient6 [6] est un ensemble N de sommets qui est a la 
fois stable et absorbant: aucun sommet de N n’a de voisin dans N, mais tout 
sommet hors de N a un successeur dans N. Le graphe est noyuu-parfait [5] si 
chacun de ses sous-graphes induits possede un noyau. 
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Fig. 1. La fourche 
Detiition. Un graphe non orient6 est dit quasi-parfaitement ordonnable (en 
abrCg6 q.p.0.) si il admet une orientation stricte qui est noyau parfaite et sans 
fourche. 
Un graphe parfaitement ordonnable est q.p.0. car toute orientation acir- 
cuitique est noyau parfaite (von Neumann et Morgenstern [6]). La Fig. 2 montre 
un graphe parfaitement ordonnable Gr dans lequel I’orientation dune arete est 
for&e si on veut Cviter la fourche. Le graphe G2 de la Fig. 3 est q.p.0. mais n’est 
pas parfaitement ordonnable: a cause notamment de la presence de seize copies 
de Gr, une seule orientation de G2 est sans fourche et cette orientation est noyau 
parfaite. L’ensemble des sommets pleins donne un exemple de noyau. 
Theoreme. Tout graphe quasi-parfaitement ordonnable est fortement parfait. Plus 
prtZcist!ment, tout noyau d’une orientation noyau-parfaite, stricte, et suns fourche 
d’un graphe q.p.0. rencontre routes ses cliques maximales. 
Demonstration. Remarquons tout d’abord qu’une clique orientee (strictement) a 
un noyau si, et seulement si, elle a un puits (i.e. un sommet qui n’est extremitt 
initiale d’aucun arc). Ainsi on a: 
Dans un graphe noyau-parfait strictement orientt, 
toute clique est transitivement orientee. (1) 
Considerons une orientation stricte noyau-parfaite et sans fourche, soit 6, d’un 
graphe q.p.0. G, un noyau N de G et une clique C de G, supposee non vide et 
disjointe de N. Pour montrer le theorbme, nous montrons qu’un sommet de N au 
moins est adjacent a tous les sommets de C. 
Fig. 3. 
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Pour cela, now definissons de proche en proche des sequences c,, . . . , cp 
(c; E C), n1, . . . , n, (4 EN), Cl, . . . , c, (C, c C): 
c, est le puits de C; n1 est un successeur de c1 dans N; 
C1 est l’ensemble des sommets de C adjacents a nI. (2) 
Pour k 2 1, le sommet ck+l est le puits de C - (C, U C2 U . . . U Ck); 
k sommet nk+l est un successeur de ck+r dans N; la clique Ck+, est 
l’ensemble des sommets de C - (C, U C2 U * * * U Ck) qui sont 
(3) 
adjacents a &+r. 
La sequence s’arrete a la p-i&me &ape, lorsque C = C, U C2 U . . - U C,. 
D’apres (l), G n’a pas de 3-circuit. On en deduit: 
Pour 1 =2 i 6p, y E Ci, y # Ci, l’arc (y, ni) existe. (4) 
Soit y E Ci et i < j sp. L’ensemble {nj, cj, y, n,}, n’induit pas de fourche; 
d’apres (4), la definition (3) de nj, et cj, et la stabilite de N, l’arete [y, nil doit 
exister. On a: 
Pour 1 <i up, nj est adjacent a tout sommet de C1 U C2 U . . - U Ci. 
En particulier, n, est adjacent a tous les sommets de C. 0 
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